SKOLSKO/GRADSKO NATJECANIE 1Z MATEMATIKE
28. sijecnja 2019.

8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Buduc¢i da za duljine stranica trokuta vrijedia: b :c=3:5:7, onda postoji (realni) broj k takav da
jea=3k,b=5kic=7k

Tada je 3k + 5k + 7k = 210, iz Cega je k = 14, 1BOD
Stranice trokuta duge su 42 cm, 70 cm i 98 cm. 3 BODA
Trokut je pravokutan ako za duljine stranica trokuta vrijedi Pitagorin poucak.

Kako je 422 + 702 = 6664, a 982 = 9604, trokut nije pravokutan. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: Ucenik moze pokazati opéenitiju tvrdnju, tj. tvrdnju da niti jedan trokut ¢ije su duljine
stranica u omjeru 3 : 5 : 7 nije pravokutan. Naime 9k? + 25k? = 34k? # 49k?, k > 0.

2. Prvi nacin:

,List“ se moze prepoloviti dijagonalom kvadrata BD .
D

A B
Povrsina polovice ,.lista* jednaka je razlici povrSine kruznog isjecka, koji je zapravo Cetvrtina kruga

sa sreditem u tocki A i polumjerom AB i povrsine jednakokra¢nog pravokutnog trokuta ABD.

1BOD
AKo s a ozna¢imo duljinu stranice kvadrata, povrSina polovice ,,lista“ je azTﬁ —%2 . 2 BODA
Tada je povrsina cijelog ,,lista® azT” ~-a’=a’ (% —1) . 1BOD
Udio povrsine ,,lista” u kvadratu jednak je omjeru povr$ine lista i povrSine kvadrata:
“(5) .
T=E—1z1.57—1=0.57=57% 2 BODA
........................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

Drugi nacin:

Povrsina kvadrata je a%. Kvadrat se sastoji od zatamnjenog ,,lista* (njegovu povrsinu ozna¢imo s
P;) i nezatamnjenih sukladnih likova ABD i BCD (njihovu povr§inu ozna¢imo s P,).

Zbroj povrsina tih triju likova mora biti jednaka povrsini kvadrata tj. mora vrijediti
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a2=P1+2P2 (1) 1BOD
S druge strane, ,,list* i nezatamnjeni lik ABD ¢ine Cetvrtinu kruga povrsine a’ % pa mora biti
a2-§=P1+P2. 2 1 BOD

Pomnozimo li (2) s 2 i od tako pomnozene druge jednadzbe oduzmemo prvu, dobivamo da je
povrsina ,lista®:

2
Plzaz—”—az. 2 BODA
Sada, istovjetno kao u prvom nacinu rjeSavanja, zaklju¢ujemo kako je udio povrsine ,,lista” u
kvadratu priblizno jednak 57 %. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

3. Prvi nacdin:
Oznacimo s e; 1 f; duljine dijagonala po¢etnog romba, a s e, i f, duljine dijagonala romba
dobivenog nakon produljenja dijagonala. Tada vrijedi:

e = f; +14,

e;=e+2=fi+14+2=f+16 i

fo=f+8. 1 BOD
Vrijedi P, = P, + 144, odnosno ez-_zfz =el'—2f1+144. 1 BOD

Dalje je (f1+16)2'(f1+8)=(f1+24)' fy1a4, 1 BOD

(f,+16)-(f,+8)=(f,+14)- f, +288,

f?+16f +8f +128= f’ +14f +288, 1BOD
10f, =160= f, =16.

Tada je e1 = 16 + 14 = 30.

Duljine dijagonala romba su 30 cm i 16 cm. 2 BODA
........................................................................................ UKUPNO 6 BODOVA

Drugi nadin:
Neka su e, f duljine dijagonale prvog romba.
Vrijedie — f = 14.
PovrSina prvog romba je P, = % . 1 BOD
Duljine dijagonala drugog romba su e + 2, f + 8,
(e+2)(f+8)

a povrSina mu je P, =" 1 BOD
- . . (e+2)(f+8
Vrijedi P, =R +144, pa mozemo pisati %=%+144. 1 BOD
Dalje je
ef +8e+2f +16:ﬂ+144,
2 2
ef ef
?+4e+f+8=?+144:>4e+f=136. 1 BOD

Rijesimo sustav jednadzbi:
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e—f=14

4de+ f =136

e=30, f=16

Duljine dijagonala romba su 30 cm i 16 cm. 2 BODA
......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA
Napomena: U slucaju sitne racunske pogreske prilikom rje$avanja sustava jednadzbi, umjesto 2
BODA, treba dati 1 BOD.

. Oznacimo s X broj kilometara koje je Gospodin Peri¢ presao u petak.
Za taj put trebao bi platiti [20 + 5x] kuna jer u petak nije bilo popusta. 1 BOD
U subotu je gospodin Peri¢ presao 5 km vise, tj. [X + 5] kilometara, §to bi bez popusta platio
[20 + (5(x + 5))] kuna, tj. [45 + 5x] kuna,
no uz 20 % popusta on plac¢a 80 % cijene, $to znaéi da placa [0.8 (45 + 5x)] kuna, odnosno

[36 + 4x] kuna. 1BOD
S obzirom da je u subotu platio isti iznos novca kao u petak, vrijedi jednadzba

0.8 (45 + 5x) = 20 + 5x, 1BOD
36 + 4x = 20 + 5%,

X = 16. 1BOD
Dakle, gospodin Peri¢ je u petak presao 16 km, a u subotu 21 km. 1 BOD
Za jednu voznju platio je 20 + 16-5 =20 + 80 = 100 kuna. 1BOD
......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

. Prvi nacin:
Bacanje svakog od simetri¢nih nov¢i¢a ima dva moguca ishoda ,,palo je pismo* ili ,,pala je glava‘“.
Ukupan broj moguéih ishoda za bacanje Getiri simetri¢na novéica jednak je 2* = 16. 2 BODA

. . e . " 4.3 TSR .
Dva pisma mogu pasti na dva od Cetiri simetri¢na novc¢ic¢a na - =6 razlicitih nacina, pri ¢emu

dvije glave padaju na preostala dva nov¢ica. 2 BODA
Zato je traZena vjerojatnost p = % = g =0.375=375%. 2 BODA

......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

Drugi nadin:

Oznacimo sa P = ,,palo je pismo®, G = ,,pala je glava“ ishode bacanja simetricnog nov¢ica.
Ispisimo sve ishode bacanja Cetiri simetri¢na novcica:

{PPPP, PPGG, PPGP, PGPP, GPPP, PPGG, PGGP, PGPG, GPGP, GPPG, GGPP, PGGG,

GPGG, GGPG, GGGP, GGGG} 3 BODA
Povoljni ishodi su:

{PPGG, PGGP, PGPG, GPGP, GPPG, GGPP} 1BOD

Trazena vjerojatnost je p = % = g =0.375=37.5% 2 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 6 BODOVA

Napomena: Ukoliko uéenik racuna vjerojatnost tako da ishode da je palo 0 pisama, 1 pismo, 2
pisma, 3 pisma i 4 pisma tretira jednako vjerojatnima te tako dobije da je vjerojatnost % to treba
ocijeniti s 0 BODOVA jer je potpuno pogresno.
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6. Prvi nacin:
(3a+5b)° =9a? +30ab + 25b 2 BODA

=9(a—b)’ +48ab+16b> =9(a—b)” +16(3ab+b) 4 BODA

Kako je a — b djeljivo s 4, to je (a — b)? djeljivo sa 16,

pajei9(a— b)? + 16(3ab + b?) djeljivo sa 16, jer je 3ab + b? cijeli broj. 4 BODA
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
Napomena: Ukoliko uéenik, u pokusaju dokazivanja, napise rastav (a — b)? = a? — 2ab + b? i

ne uspije to iskoristiti, svejedno treba, za taj rastav, dobiti 1 BOD.

Drugi nadin:

Iz uvjeta da su a i b cijeli brojevi takvi da je a — b djeljivo s 4, slijedi da a i b imaju iste ostatke
pridijeljenjus4,tj.dajea =4k +i, b = 4l + i, zacijele brojeve kil tei = 0,1,2,3. 3 BODA
Tada je (3a + 5b)? = (3(4k + i) + 5(41 + i))2 = (4(3k + 50) + 8i)? 4 BODA
= 16(3k + 51 + 2i)? sto je djeljivo sa 16, jer je (3k + 51 + 2i)? cijeli broj. 3 BODA
........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Tredéi nacin:
Ako je a— b djeljivo sa 4, onda postoji cijeli broj k takav da je a — b = 4k.

Tada je a=b + 4k. 2 BODA
Onda je 3a + 5b = 3(b + 4k) + 5b = 8b + 12k. 2 BODA
Tada je (3a + 5b)? = (8b + 12k)? = 64b? + 192bk + 144k . 3 BODA
To se moze napisati kao 16 - (4b? + 12bk + 9k?), pa je djeljivo sa 16. 3 BODA

.......................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

7. Prvi nacin:

Skica: 1BOD
Oznacimo sa S; 1 S, srediSta kruznica k4 i k, redom, kao i njihove polumjere r1 i ro. Neka je r1 > r».

Zadatak se sli¢no rjesava i u sludaju r2 > r1. Tockom Sz nacrtamo paralelu x s TR . Neka je P sjeciste
pravca x i polumjera ST kruznice Ki.

Tada je trokut S;S,P pravokutan, 1BOD
a cetverokut S,PTR pravokutnik, pri ¢emu je |SZP| :|TR| . 1 BOD
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Primjenom Pitagorinog poucka dobivamo |TR| =|PSZ| = |8152|2 —|SlP|2 ) 2 BODA

Iskoristimo omjer (2 : 1) izmedu polumjera kruznica K1 1 k2 kao i pretpostavku da je ri > ro. Naime,
postoji broj r tako da mozeo pisati; r1 =2r, r2=r.

Tada je |[S;S,|=3r. 1BOD
Uvrstavanjem u (*) dobivamo [TR|=+/9r? —r? =/8r* = 2J2r. 3 BODA
pa je trazeni omjer |TR|:|SlT| =2\2r:2r=4/2:1. 1BOD

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA

Drugi nadin:

ke

Skica: 1 BOD
Oznacimo sa S; i S; srediSta kruznica k, i k, redom, kao i njihove polumjere ry i r2. Neka je r1 > ra.
Zadatak se sli¢no rjesava i u slucaju r2 > ry.

Iz uvjetadaje ri: r.. = 2: Lslijedi da postoji broj rtakav dajeri=2r, ro=r.

Sredistima Si i Sz nacrtajmo pravac S;S, .

Neka je tocka O sjeciste tangente TR i pravca S;S, . Prema K-K poucku o sli¢nosti trokuti

ROS; i TOS; su sli¢ni (imaju jedan zajednicki kut XTOS, = XROS, i jedan pravi kut). 2 BODA

Zbog |S,T|=2|S,R| vrijedi [S,0|=2|S,0|, odnosno |S,0|=|S,S,|=3r. 2 BODA
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut ROS; dobije se:

IRO[" =|0S,|" —|S,R[" =9r* —r* =8r. 3 BODA
Tada je [TR|=|RO| =/8r? =24/2r. 1BOD
Onda je [TR|:[S,T|= 2y/2r:2r=y2:1. 1BOD

........................................................................................ UKUPNO 10 BODOVA



